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❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳
❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ r❡❞❡s✐❣♥✐♥❣ ■❘▼❆ st❛rt❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧
♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✉s✐♥❣ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✉s❡rs✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ t♦♦❧ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❏❛✈❛✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♥❣ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❋♦rtr❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ●r✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❬✻❪ ▼✐❞❞❧❡✇❛r❡✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✺
✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
■❘▼❆ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s ♣r❡ss✉r❡s✱ ✢♦✇ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s ✐♥ ♣✐♣❡❞
✇❛t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
❡q✉✐♣♠❡♥ts✱ ❞❡♠❛♥❞s✱ t❛♥❦ st❛t❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ▼♦st ■❘▼❆ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ ❊P❆◆❊❚ ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❲❉◆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t
s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜t ❙❈P ✬s ♥❡❡❞s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳
✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ■❘▼❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑✐rs❝❤♦✛✬s ❧❛✇s ✭❝♦♠✲
♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝✐r❝✉✐ts✮✳ ❚❤❡s❡ ❧❛✇s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✸ ❣r♦✉♣s✿
❼ ❋✐rst ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s✿
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇s ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✳
❼ ❙❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡s❤❡s✬ ❤❡❛❞ ❧♦ss ❡q✉❛t✐♦♥s✿ s✉♠ ♦❢ ❤❡❛❞
❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✳
❼ ❚❤✐r❞ ❣r♦✉♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❛♥❦s✿ ❤❡❛❞
❧♦ss ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❛♥❦s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❤❡❛❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st t❛♥❦✳
❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✉t s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❣r♦✉♣s
❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❡❝✳ ✷✳✹✮✳
■❘▼❆ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐♥✐t✐❛❧ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐♣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡
❤❡❛❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❑✐rs❝❤♦✛✬s ❧❛✇s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✢♦✇s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ r❡s✉❧t ✢♦✇s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡
♦r ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡
st❛t❡✮✳
✷✳✷ ❊q✉✐♣♠❡♥ts
▼♦st ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s✉❝❤
❛s ♣✉♠♣s✱ ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ✢♦✇ ❧✐♠✐t❡rs✳ ■❘▼❆ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡s❡
❡q✉✐♣♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ✐♥
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✿
P✉♠♣s✿ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❤❡❛❞ ❧♦ss ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♣✐♣❡✳ P✉♠♣s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡❡❞s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ✐t✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭a+ b.Q+ c.Q2✮✱ ✐♠♣♦s❡❞ ✢♦✇ ♦r ❤❡❛❞ ✈❛❧✉❡✳
Pr❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦rs✿ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛❜♦✈❡✴❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉♣str❡❛♠ ♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡
❤❡❛❞ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♣✐♣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✳
❖♥❡✲✇❛② ✈❛❧✈❡s✿ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ■❘▼❆ ❞❡t❡❝ts
❛ ✢♦✇ ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■❘▼❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧ ♦t❤❡r str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s s✐♥❣✉❧❛r✴❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❤❡❛❞
❧♦ss❡s✱ ✢♦✇ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ♣✐♣❡s✳ ◆❡✇ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞❡❧❡❞
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✻
s✐♠♣❧② ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❤❡❛❞ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦r ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳
✷✳✸ ❋❧♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s
❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❜② ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ✐ts
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣✐♣❡s✿ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ′1′ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ′0′
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ s②st❡♠✬s s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜❡r ✇✐❧❧ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸ ♦t❤❡r ♣✐♣❡s ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ♠♦st❧② ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐①
✇✐❧❧ ❜❡ s♣❛rs❡✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡❛❞ ❧♦ss ✐♥ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❛♥❦s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✷✳✹ ❍❡❛❞ ❧♦ss ❡q✉❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❤❡❛❞ ❧♦ss ✭J✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐♣❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✭Q✮ ❛♥❞ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿
J(Q) = −(a+ b.Q+ c.Q2) + α.Qβ +D.Q2
✇❤❡r❡ a, b, c r❡♣r❡s❡♥t ♣✉♠♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐❢ ✐t ❡①✐sts✮✱ α r❡♣r❡s❡♥ts ❧✐♥❡❛r ❤❡❛❞
❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ D r❡♣r❡s❡♥ts s✐♥❣✉❧❛r ❤❡❛❞ ❧♦ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
❚❤✐s ❤❡❛❞ ❧♦ss ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡✱ ✇✐t❤ Q = Q0 +∆Q ❛♥❞ J ′(Q0) = (dVdQ )Q0✿
J(Q) = J(Q0) + J
′(Q0).∆Q = (J(Q0)−Q0.J ′(Q0)) + J ′(Q0).Q
❍❡❛❞ ❧♦ss ✐♥ ❛ ♠❡s❤
❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s ✐♥ ❛ ♠❡s❤ ✐s null✳ ■♥ ❛ ♠❡s❤ ✇❡ ❤❛✈❡ J(Q) = 0✱
t❤❡r❡❢♦r❡✿
∑
J ′(Q0).Q = −
∑
(J(Q0)−Q0.J ′(Q0))
❋✐rst ♠❡♠❜❡r ✳ ❳ ❂ ❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜❡r
❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❍❡❛❞ ❧♦ss ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❛♥❦s
■♥ t❤❡s❡ ♣❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❤❡❛❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❛♥❦s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ✇❡ ❤❛✈❡ J(Q) = ∆H✱
t❤❡r❡❢♦r❡✿
∑
J ′(Q0).Q = −
∑
(J(Q0)−Q0.J ′(Q0)) + ∆H
❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ♦♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✷ t❛♥❦s ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ■❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s t t❛♥❦s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t− 1 t❛♥❦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✼
✷✳✺ ▲✐♥❡❛r✐③✐♥❣ ❤❡❛❞ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
✐ts ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■❘▼❆ ❝❛♥ ✉s❡ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞
❧♦ss✿ ❲✐❧❧✐❛♠s✴❍❛③❡♥ ❛♥❞ ▲❡❝❤❛♣t✴❈❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❈♦❧❡❜r♦♦❦✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❈♦❧❡❜r♦♦❦ ❡q✉❛t✐♦♥✿
1√
f
= −2 log10
(
ε/D
3.7 +
2.51
Re
√
f
)
✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❉❛r❝② ❢r✐❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ǫ ✐s r♦✉❣❤♥❡ss ❤❡✐❣❤t✱ D ✐s t❤❡ ♣✐♣❡ ❞✐❛♠❡t❡r
❛♥❞ Re ✐s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❍❡❛❞ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✭J1 ❛♥❞ J2✮ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❡❛❞ ❧♦ss
❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿
α = (2.
√
J1 −
√
J2)
2.(1−
√
J1−
√
J2
2
√
J1
)2
❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t α✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ❧♦ss✿
J(Q) = α.Q2
❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛tr✐①✬s ❤❡❛❞ ❧♦ss ❡q✉❛t✐♦♥s ✭♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❛♥❦s✮ ✇✐❧❧
❜❡ ✜❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✿
J ′(Q0) =
J(Q0+h)−J(Q0)
h
✇❤❡r❡ h ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡✳
✷✳✻ ❙❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ■❘▼❆ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✼ ♥♦❞❡s✱ ✽ ♣✐♣❡s✱ ✷ t❛♥❦s ❛♥❞ ✷ ♠❡s❤❡s✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✽
❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✱ ♥♦❞❡s 0001 ❛♥❞ 0006 ❛r❡ t❛♥❦s ❛♥❞
t❤❡r❡ ❛r❡♥✬t ❛♥② ❡q✉✐♣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s {1 − 0004}
❛♥❞ {0002− 0003− 0004− 0005}✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲✐♥❡❛r s②st❡♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
▲✐♥❡s ✶ t♦ ✺ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ♥♦❞❡s ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡✬s ♥♦
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧s t♦ 0✳ ▲✐♥❡s ✻ ❛♥❞ ✽ r❡♣r❡s❡♥t
♠❡s❤❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ✽ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ t❛♥❦s✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✾
✸ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s♦❧✈❡r
❙✐♥❝❡ ■❘▼❆✬s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇✐❧❧ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ s♦❧✈✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
✸✳✶ ❏❛✈❛ s♦❧✈❡rs
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❋♦rtr❛♥ s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ✇❡r❡ tr✐❡❞✱ ✉s✐♥❣ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❏❛✈❛ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▲✐❜r❛r✐❡s✿ ❏❛♠❛ ❬✹❪✱ ❈♦❧t ❬✸❪✱
▼❚❏ ❬✺❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ✉s❡
❝❛s❡s✱ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉❝❝❡❡❞❡❞ ❜✉t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s✳
❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ▲❯ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✸
❧✐❜r❛r✐❡s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛ t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❏❛✈❛ ❧✐❜r❛r② ❬✷❪ t❤❛t ✐s
❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ ❇▲❆❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts
❛♠♦♥❣ t❤❡ t❡st❡❞ ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐① s♦❧✈❡rs✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ s♦❧✈❡rs ❣✐✈❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♣❛rs❡
♠❛tr✐① st♦r❛❣❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 1.000 ♣✐♣❡s ❜✉t ❝❛♥♥♦t s❝❛❧❡ ♠✉❝❤ ❢✉rt❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r
♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✉♣ t♦ 15.000 ♣✐♣❡s ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛❞♦♣t❡❞✳
✸✳✷ ❋♦rtr❛♥ s♦❧✈❡r
❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡r
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ t♦ t❤❡ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❋♦rtr❛♥ ❧✐❜r❛r② ❬✾❪ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❛t t❤❡
❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ▲❯ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①
st♦r❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ pivots✱ ✇❤❛t ❝❛♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②
s♣❡❡❞ ✉♣ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♦✉r s②st❡♠s ❛♥❞
t❤❡ pivots r❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤✐s ❋♦rtr❛♥ ❧✐❜r❛r② ❢r♦♠ ❏❛✈❛ ✇❡ ✉s❡❞ ♥❛t✐✈❡ ❝❛❧❧s ✉s✐♥❣ ❏◆■
✭❏❛✈❛ ◆❛t✐✈❡ ■♥t❡r❢❛❝❡✮✳ ❙✐♥❝❡ ❏◆■ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ ❋♦rtr❛♥ ❝♦❞❡
❢r♦♠ ❏❛✈❛✱ ❛ ❈✰✰ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ t♦ ✇r❛♣ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❏❛✈❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥
❲✐♥❞♦✇s✱ ❍P✲❯❳ ❯♥✐① ❛♥❞ ▲✐♥✉①✳
❚❤✐s ❧✐❜r❛r② t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❡ ❧✐st ♦❢ s②st❡♠✬s pivots ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐①
st♦r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❨❛❧❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛st r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r
✉s✐♥❣ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ❛r❡ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ pivots ❜❡❢♦r❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ❡✳❣✳ ✇❤❡♥ ❛ ♣✐♣❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ✇r✐t❡
t❤❡ ♠❛tr✐① r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❨❛❧❡✬s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡ ❢♦r♠❛t✳
✸✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♦❧✈❡rs
✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ 1.763 ♣✐♣❡s ❝❛❧❧❡❞ ✧❚❆▼❆●◆❖◆ ▲❆ ▼❆❘❖✲
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✵
◆◆❊ ▲❊❙ P▲❆■◆❊❙✧✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❉❡s❦t♦♣ P❈ r✉♥♥✐♥❣
▲✐♥✉① ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❍P✲❯❳
❯♥✐① s❡r✈❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✈❡rs ✐♥ ❛
▲✐♥✉① ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ■❘▼❆ ❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❍P✲❯❳
♠❛❝❤✐♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✿ ❏❛♠❛✱ ❈♦❧t ❛♥❞ ❇❧❛s ❛r❡ ♣✉r❡ ❏❛✈❛
s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❋♦rtr❛♥ ❨❛❧❡ ✐s ♣✉r❡ ❋♦rtr❛♥ ❛♥❞ ❏❛✈❛ ❨❛❧❡ ✐s ❛ ♠✐①❡❞ ❋♦rtr❛♥✴❏❛✈❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✮✳
■♥ ❈♦❧t ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧✐❜r❛r② ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡
❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ▲❯ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛✈❡ t❤❡ pivots ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst
✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❇▲❆❙ ❏❛✈❛ ♣r❡s❡♥ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ✶✵✵✪
❏❛✈❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ❧❛❝❦✐♥❣ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ 3.000 ♣✐♣❡s✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✶
✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦✛❡r❡❞
❜② ■❘▼❆✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣❡❛❦ ❞❡♠❛♥❞✱ ♠❛①✐♠✉♠
♣r❡ss✉r❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝❧✐❡♥ts t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❡r✐♦❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭t❛♥❦ ❞❡s✐❣♥✮✱ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♥❡✇ ♣✉♠♣s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❡q✉✐♣♠❡♥ts✳
✹✳✶ ❉❡♠❛♥❞ s❝❡♥❛r✐♦s
■❘▼❆ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s❡r✬s ♥❡❡❞s
❛♥❞ ❛❞♦♣t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳
■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡
❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢♦✇s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳
❙❈P ✬s ❝✉st♦♠❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♠❡st✐❝✱ r✉r❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞s
❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❙❈P ✬s ❝✉st♦♠❡rs ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❉é❜✐t
❞❡ ❈❧é♠❡♥t ✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛❜♦✉t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞✐✈✐❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♦✛t❛❦❡s ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✛t❛❦❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♦♥❡ ❝✉st♦♠❡rs
♦r ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③♦♥❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r✉r❛❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝r♦♣✮✳
✹✳✷ P✉♠♣ ♣r♦✜❧✐♥❣
■❘▼❆ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ♥❡✇ ♣✉♠♣s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ P✉♠♣ ♣r♦✜❧✐♥❣
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜rst ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ✭❞❡♠❛♥❞✮ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✲
✉❡s✱ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✢♦✇s✮ ✉♣ t♦ ❛ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 25% ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❡❛❦
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✛t❛❦❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❡❛❝❤
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ✐♥ ♥❡t✲
✇♦r❦s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦✛t❛❦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ♠♦st ♥❡t✇♦r❦s t❤✐s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛t❛❦❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ♦❢ 250 s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✛t❛❦❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉♠♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts✳ ❆❧❧ t❤✐s ❞❛t❛ ✇✐❧❧
t❤❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ ♣❧♦t ♦♥❡ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❤❡❛❞ t♦
s❛t✐s❢② ❛ % ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❋✐❣✉r❡ ✹ ❞✐s♣❧❛②s ❛ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✢♦✇s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ x ❛①✐s✱ r❡q✉✐r❡❞ ❤❡❛❞ ✐♥ t❤❡ y ❛①✐s ❛♥❞
❡❛❝❤ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ % ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✷
❋✐❣✉r❡ ✹✿ P✉♠♣ ♣r♦✜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✧❇♦✉tr❡✧ ♥❡t✇♦r❦✳
✹✳✸ Pr❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢✉❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜✉t
✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ♠❛② ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ❞❡♠❛♥❞ ❞r✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✼❪ ✇❤❡r❡
✐t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❊P❆◆❊❚ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡ss✉r❡ ❞r✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ■❘▼❆ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ Qn ❛♥❞ ❛
❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s P0 ❛♥❞ P1✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✢♦✇ Q ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❼ ■❢ ♣r❡ss✉r❡ P ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✉❡s [P0, P1]✱ ✢♦✇ Q ✐s
t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ Qn ❡q✉❛❧s t♦ [
P−P0
P1−P0 ]
1
2
❼ ■❢ P ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ P0✱ Q ✐s t❛❦❡♥ ❛s 0
❼ ■❢ P ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ P1✱ ✢♦✇ Q ✐s t❛❦❡♥ ❛s✿
Qn ✐❢ t❤❡r❡✬s ❛ ✢♦✇ ❧✐♠✐t❡r
[ P−P0P1−P0 ]
1
2 .Qn ✐❢ t❤❡r❡✬s ♥♦ ✢♦✇ ❧✐♠✐t❡r
❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣r❡ss✉r❡s✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✸
✺ ❆●❖❙ Pr♦❥❡❝t ✉s❡ ❝❛s❡
❘❡✇r✐t✐♥❣ ■❘▼❆ ✇❛s ❞♦♥❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆●❖❙ Pr♦❥❡❝t ✭❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ●r✐❧❧❡
❖r✐❡♥té❡ ❙❡r✈✐❝❡s✮ ✶✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❙❡r✈✐❝❡ ❖r✐❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✭❙❖❆✮ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ●r✐❞✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛s ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ■❘▼❆
✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❆●❖❙ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ■❘▼❆ ❛s ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❆●❖❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ●r✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆●❖❙ ■❘▼❆ ♣r♦t♦t②♣❡✳
✺✳✶ ❉❡♣❧♦②✐♥❣ ■❘▼❆ ❛s ❛ s❡r✈✐❝❡
■❘▼❆ ✐s ❛ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ✜❧❡✱ s✐♠✉❧❛t❡s
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❋✐rst st❡♣ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ■❘▼❆ ✐♥ t❤❡ ❆●❖❙ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ ✇r❛♣ t❤❡
❏❛✈❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ s❡r✈✐❝❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s r❡s✉❧t t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✬s r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s s❡r✈✐❝❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉s❡rs ❜②
❞❡♣❧♦②✐♥❣ ✐t ♦♥ t❤❡ ●r✐❞ ❛s ❛ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✉s✐♥❣ ❆♣❛❝❤❡ ❚♦♠❈❛t ❬✶❪✳
❚❤✐s ✇❛② ✉s❡rs ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❜✉t
✇❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ♦♥❝❡✳ ❋♦r ❞♦✐♥❣
t❤❛t ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♦♥❡ t❡♠♣❧❛t❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆●❖❙ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣✐♥❣✳ ❚❤✐s ♥❡✇ s❡r✈✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❛❦❡ ❛s
✐♥♣✉t ❛ ❢♦❧❞❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ■❘▼❆ ✐♥♣✉t ✜❧❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛✉♥❝❤
s❡♣❛r❛t❡❧② ❡❛❝❤ ✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐❧❧ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ r❡s✉❧t ✜❧❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❘❡✲
s♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡r✱ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ●r✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❙❝❤❡❞✲
✉❧❡r t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞✐s♣❛t❝❤ t❤❡ t❛s❦s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳
✺✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s
❇❡❢♦r❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ■❘▼❆ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r✐❞✱ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧❧② ❜♦t❤ ❋♦rtr❛♥ ❛♥❞ ●r✐❞ ❡♥❛❜❧❡❞ ❏❛✈❛ ✈❡rs✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ■❘▼❆✬s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t st❛rt❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❯♥✐①
s❡r✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉① ❞❡s❦t♦♣ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ✐s
✈❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✱ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥❡t✇♦r❦s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❈P ✭✇✐t❤ 1.845 ✉♣ t♦ 10.395 ♥♦❞❡s✮✳
❉✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡s❡ t❡sts t❤❡
❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✐t
✉s❡s ❝❛❝❤❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥st❡❛❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❡st ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✉s❡r ❞❡s❦t♦♣ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥ t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② r✉♥s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❍P✲❯❳ ❯♥✐① s❡r✈❡r✳
✺✳✸ ●r✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦❆❝t✐✈❡
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ■❘▼❆✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ●r✐❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
Pr♦❆❝t✐✈❡ ▼✐❞❞❧❡✇❛r❡ ❬✻❪✳ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ❉❡s❦t♦♣ ●r✐❞
✶❤tt♣✿✴✴❤✸✵✹✷✸✳✇✇✇✸✳❤♣✳❝♦♠✴❄❢r❴st♦r②❂❝✹❡❝✽✸✷❡✵✵❝✹✸❢✷✼✾✶❛✾❡✹❢✶✺✶✽✾❞✶❝❞✺❛✾✶❢✽✶✾
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✹
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆●❖❙ ❯s❡ ❈❛s❡✳
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡s❡ r❡✲
s♦✉r❝❡s t♦ r✉♥ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ♠❛❝❤✐♥❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② t♦ t❤❡ ✉s❡r✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s Pr♦❆❝t✐✈❡ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❢❡r ✉s❡r ✜❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞
r❡tr✐❡✈❡ r❡s✉❧ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉s❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✶✾ ♥❡t✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ●r✐❞ ✉s✐♥❣ ✉♣ t♦ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ✶✶✾ ♥❡t✇♦r❦s
✉s✐♥❣ ✶ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉♣ t♦ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚♦t❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✷
♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇❡ r❡❛❝❤ ✶✶ ♠✐♥✉t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❧♦♥❣❡st s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥❡t✇♦r❦ r✉♥s ✐♥ ✼ ♠✐♥✉t❡s✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✺
✻ ❘❡s✉❧ts
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ■❘▼❆ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥
♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❋♦rtr❛♥ ✈❡r✲
s✐♦♥✳
✻✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
❚❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❏❛✈❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥❡✇
✈❡rs✐♦♥✬s r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧②✮ r✉♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ■❘▼❆ ✈❡rs✐♦♥✱
r❡❛❞ t❤❡ ❋♦rtr❛♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✲
✉❡s✿ ❤❡❛❞s✱ ✢♦✇s✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ❤❡❛❞ ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ r❡♣♦rts ✐❢
t❤❡r❡✬s ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ 1% ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ✬▼❛✐♥t❛✐♥❛♥❝❡✬ ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧② t❤✐s t❡st ♣❛ss❡s
❢♦r ✶✵✽ ♥❡t✇♦r❦s ♦✉t ♦❢ ✶✶✺✳
■❘▼❆✬s r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊P❆◆❊❚
❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t r❡❛❞ ❊P❆◆❊❚✬s ✳✐♥♣ ✜❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❞
♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❜✉t ❝✉rr❡♥t❧② ✐t ❞♦❡s ♥♦t tr❡❛t ♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ❡q✉✐♣✲
♠❡♥ts✮✳
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❋❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❊P❆◆❊❚ ❛♥❞ ■❘▼❆ ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳
P✐♣❡ ❋❧♦✇ ✭❧✴s✮ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
◆♦❞❡ ✶ ◆♦❞❡ ✷ ❊P❆◆❊❚ ■❘▼❆ ❧✴s ✪
✻ ❚ ✲✻✽✸✳✽✼ ✻✽✸✳✵✻ ✵✳✽✶ ✵✳✶✷
❚ ✹ ✸✹✶✳✾✸ ✸✹✶✳✺✸ ✵✳✹✵ ✵✳✶✷
✹ ❚ ✲✸✹✶✳✾✸ ✲✸✹✶✳✺✸ ✵✳✹✵ ✵✳✶✷
✺ ✷ ✲✾✺✳✶✵ ✾✹✳✾✾ ✵✳✶✶ ✵✳✶✷
✹ ✺ ✾✺✳✶✵ ✾✹✳✾✾ ✵✳✶✶ ✵✳✶✷
✸ ✹ ✲✺✽✽✳✼✼ ✲✺✽✽✳✵✼ ✵✳✼✵ ✵✳✶✷
✷ ✸ ✲✺✽✽✳✼✼ ✲✺✽✽✳✵✼ ✵✳✼✵ ✵✳✶✷
✶ ✷ ✲✻✽✸✳✽✼ ✲✻✽✸✳✵✻ ✵✳✽✶ ✵✳✶✷
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t♦rs✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣
❊P❆◆❊❚✱ ❡①♣♦rt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✳✐♥♣ ✜❧❡ ❛♥❞ r❡❛❞ ❜② ■❘▼❆✳ ■♥ t❤✐s t❡st t❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✢♦✇ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ❤❡❛❞ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ❧♦ss ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t♦rs✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
❊P❆◆❊❚ ❛♥❞ ■❘▼❆ ✢♦✇ r❡s✉❧ts✱ t❤❡② ✈❛r② ✐♥ ❧✴s ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✪ ✐s
❝♦♥st❛♥t✳
✻✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❛❧②s✐s
❘❡❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ■❘▼❆ ❜r♦✉❣❤t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t ✐♥ ♠❛♥②
✇❛②s✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❛t ♠♦st ✐♠♣❛❝t❡❞ t❤❡ ✉s❡rs ✐s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❛❧②s✐s
♣❤❛s❡✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❋♦rtr❛♥
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❛❧②s✐s✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✻
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❘▼❆ ❋♦rtr❛♥✳
❋✐❣✉r❡ ✼ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✸ ♥❡t✇♦r❦s✱
❢r♦♠ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s ✉♣ t♦ ✶ ❤♦✉r✳ ❙♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❤❡❛✈✐❧② ♠❡s❤❡❞✱ ❝❛♥ ❡✈❡♥ r❡q✉✐r❡ ❞❛②s
t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆s ❛ ✇♦r❦❛r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✜rst ❡①❡❝✉t✐♦♥ s♦
t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣
❛s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥✱ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉s✐♥❣
♠♦❞❡r♥ ❏❛✈❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❛❧②s✐s ♥♦✇ t❛❦❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ♠✐♥✉t❡ ❢♦r ❛♥② ❙❈P ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❡❞
t♦ ❝❛❝❤❡ t♦♣♦❧♦❣② r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳
✻✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
▼♦st ♥❡t✇♦r❦s r❡❛❝❤ st❛❜✐❧✐t② ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ■❘▼❆✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s ✇❡ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤ ❛ st❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ✐♥
♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✇❛② ❡q✉✐♣♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦r
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ♠❛② ❝❛✉s❡ ♥❡✇ ❛❞❥✉sts ✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡
st❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ t❤❡ ✬▼❛✐♥t❛✐♥❛♥❝❡✬ ❞❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❛s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛r❡
t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡
■❘▼❆ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ■❘▼❆ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s s❡t ❛s ✺✵✵ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥s✳ ■♥ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ♦✛t❛❦❡ ✇❤❡♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❡✈❡♥
❛❢t❡r ✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❊P❆◆❊❚ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s
❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❧✐♠✐t ❢r♦♠ ✺✵✵ t♦ ✺✵
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✼
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❙❈P ✬s ♥❡t✇♦r❦s✳
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢♦r ✸ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1%✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✵✽
❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❏❛✈❛ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ✶✽
✼ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❚❤❡ ♥❡✇ ■❘▼❆ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❋♦rtr❛♥ ❝♦❞❡ ❢♦r s✐♠✉✲
❧❛t✐♥❣ ♠♦st ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
❛ ❢❡✇ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ②❡t t♦ tr❡❛t ❜❡❢♦r❡ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ t♦♦❧ t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
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